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FEMFEMFEMFEM 勉強会勉強会勉強会勉強会（（（（弟弟弟弟 6666 回回回回））））資料資料資料資料，，，，    
 

塑性増分理論塑性増分理論塑性増分理論塑性増分理論によによによによるるるる定式化定式化定式化定式化    
 

負荷負荷負荷負荷関数関数関数関数とととと関連流動則関連流動則関連流動則関連流動則    
    

1.1.1.1. 降伏条件降伏条件降伏条件降伏条件とととと負荷関数負荷関数負荷関数負荷関数    
図 6.1に示すように，非線形特性を持つ応力・ひずみ曲線において，たとえば点 Pから除荷した

ときの回復ひずみ eε を弾性ひずみ，残留するひずみ pε を塑性ひずみといい，応力増加につれて弾

性ひずみと塑性ひずみがともに増加する材料を弾・塑性体と呼んでいる． 
まず最初に，図 6.1に示すような 1軸応力・ひずみ関係を持つ材料を取り上げる．ここでは,応力

レベルの小さい範囲（Y-Y’）では弾性体であり，この範囲では除荷しても 0=pε であり，点 Yまた

は Y’で降伏（yield）し，その後，Y-Pのように弾・塑性体として挙動するものとする．  
 さて，図 6.1の応力・ひずみ曲線を有する材料が多軸応力状態でのひずみがどのようになるのか

を定式化するのが本節の課題である．図 6.2 では応力テンソル（ ijσ ）の空間での降伏点（Y また

は Y’）に相当する曲面を赤字で表し，これを“降伏曲面降伏曲面降伏曲面降伏曲面”と呼んでいる．この曲面を越えた応力状

態は図 6.1 の弾塑性域（Y-P）であり，ここから除荷し，逆方向に載荷すれば再降伏が起こり，図

6.2 の点線で示したように，バウシンガー効果により降伏曲面は移動する．一般に，最初の降伏曲

面を“初期降伏曲面初期降伏曲面初期降伏曲面初期降伏曲面”，移動した降伏曲面を“後続降伏曲面後続降伏曲面後続降伏曲面後続降伏曲面”と呼び，それらを総称して“負荷曲負荷曲負荷曲負荷曲

面面面面”と呼んでいる．さらに応力が増加する材料の破壊点に至り，現有強度が保持できず，応力が解

放状態（図 6.1の B点に対応）になるので，負荷曲面は“限界曲面限界曲面限界曲面限界曲面”に接するまで移動することに

なる． 

 さて，以下の議論において，初期降伏曲面を 0)( =ijσϕ ，後続降伏曲面を 0),( =kijσϕ ，そして

限界曲面を 0)( =ijσψ と表す． 
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図 6.1 １軸応力・ひずみ曲線         図 6.2 負荷曲面と限界曲面 
 

2.2.2.2. 関連流動則関連流動則関連流動則関連流動則    
金属材料の降伏に関して，Drucker と Prager によって提唱された“関連流動則関連流動則関連流動則関連流動則”とは，降伏後の応

力増分（ ijdσ ）によって発生するひずみ増分（
p
ijd ）は，負荷曲面の外法線に向かうとし，以下のよう
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に表せる． 

 
ij

p
ij dd

σ
ϕ

µε
∂
∂

= ，ただし 0>µd                           (6.1) 

 ここに， µd は非負のスカラー係数で塑性流動係数と呼ばれ， IJIJ σσϕ ∂∂ /)( は負荷曲面（ 0=ϕ ）

の勾配を表している． 

 ところで，図 6.1 で示したように，ひずみ（ε ）は弾性ひずみ成分（ eε ）と塑性ひずみ成分（ pε ）

の和で表せる。したがって，ひずみ増分においても以下のように表す。 

  
p
ij

e
ijij ddd εεε +=                                                                    (6.2) 

 弾性域は線形であるとすれば，応力増分( ijdσ )とひずみ増分の関係は 

  )(
p
klklijkl

e
klijklij ddEdEd εεεσ −==                          (6.3) 

 ここに， ijklE は弾性構成テンソルである． 

式（6.1)の関連流増則を考慮すれば， 

  )(
kl

klijklij ddEd
σ
ϕ

µεσ
∂
∂

−=                              (6.4) 

 つぎに，弾・塑性域では，以下の負荷曲面にしたがうので， 

  0),( =κijσϕ                                     (6.5) 

ここに，κは後続降伏曲面の移動を規定する係数であり，負荷パラメータと呼ばれている．式(6.5)より，

負荷過程では， 

  0),( =
∂
∂

+
∂
∂

= κ
κ

κ ddd ij

ij

ij

ϕ
σ

σ
ϕ

σϕ ，ただし 0>
∂
∂

ijσ
ϕ

                 (6.6) 

式（6.6）は“適応性適応性適応性適応性のののの条件条件条件条件”と呼ばれている． 

また，除荷状態（ 0/ ≤∂∂ ijσϕ ）では， 0=P
ijdε より， 0=λd である． 

 式(6.4)と式(6.6)より， 
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，ただし 0>µd              (6.7) 

 以下，応力増分テンソル，ひずみ増分テンソルおよび弾性構成テンソルなどを行列表示すれば，すな

わち 

  [ ]Tzxyzxyzyx ddddddd τττσσσ=σ ，  

  [ ]Tzxyzxyzyx ddddddd γγγεεε=ε ， 

  [ ]Tzxyzxyzyx γγγεεεαακ == ε ，α は係数 
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 ここに，
)21)(1( νν

ν
λ

−+
=

E
，

)1(2 ν+
=

E
G である． 



 3 

 [ ]Tzxyzxyzyx τϕτϕτϕσϕσϕσϕϕσ ∂∂∂∂∂∂∂∂∂∂∂∂=∂ //////  

 κ
κ
d

∂
∂

=
ϕ

ω ， σσ ϕϕχ ∂∂= E
T

 

と表すと， 

  εEdd
T

σϕχ
µ ∂= (

1
＋ )ω ，ただし， 0>µd                      (6.9) 

 よって，式 6.4)より，弾塑性状態での応力増分とひずみ増分の関係は以下のように表せる． 

  









∂⋅

+∂
−= σ

σ ϕ
χ

ωεϕ d
dd

T
E

εEσ                          (6.10) 

    
3.3.3.3.    鋼鋼鋼鋼にににに対対対対するするするする負荷関数負荷関数負荷関数負荷関数とととと関連流動則関連流動則関連流動則関連流動則    
 鋼の初期降伏条件としては，von Mises（フォン・ミセス）がよく知られており，以下のように与え

られている． 

   02
2 =−= kJϕ                                  (6.11) 

 ここに， kはせん断降伏強度， 2J は偏差応力テンソルの第 2不変量で，以下のように表せる． 

   ijij ssJ
2

1
2 = ， ijijij

I
s δσ

3

1−=                           (6.12) 

 ここに， kkI σ=1 は応力テンソルの第 1次不変量であり， 3/1Ioct =σ ， 22Joct =τ の関係がある． 

式(6.10)の初期降伏条件は，図 6.3 に示すような主応力( 321 ,, σσσ )軸に等しい角度を持つ方向：

)3/1,3/1,3/1(=n に断面を持つ円筒面を示し，初期降伏条件は，図 6.4 に示すようなπ平面上で

は半径（ k2 ）の円となる． 
 ところで，１軸応力・ひずみ曲線が図 6.5の赤線で示されるような完全塑性体として鋼材が取り扱え

る場合には，ひずみ硬化は無く，初期降伏曲面が負荷曲面になり，関連流動則により塑性ひずみ増分は

以下のように与えられる． 
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                       (6.13) 

   0=p
kkdε                                     (6.13’) 

 

   
 

図 6.3 von Misesの降伏条件           図 6.4 π平面での降伏条件 
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図 6.5 鋼の一軸応力・ひずみ曲線の例         図 6.6 π平面上の負荷曲面 
 

 弾性条件は 

   )(2)(2 ijij
p
ijijij sddeGdedeGds ⋅−=−= µ                      (6.14) 

   kkkk Kdd εσ =                                  (6.15) 

 ここに， 

   
ν+

=
2

E
G ，

ν21−
=

E
K  

 塑性流動を保持する条件（””””適応適応適応適応のののの条件条件条件条件””””と言う）は 

  0
)(

)( ==
∂

∂
= ijijij

ij

ij

ij dssds
s

s
sd

ϕ
ϕ                               (6.16) 

よって， 

  0)(2 =⋅− ijijijij ssddesG µ                                                          (6.17) 

     
22k

des

ss

des
d

ijij

ijij

ijij ==µ                                                              (6.18) 

上式は 0>µd の時のみ有効であり， 0<µd は除荷過程に入り，弾性回復するので， 0=µd として取り 

扱う．したがって，塑性状態での応力増分とひずみ増分の関係は以下のように与えられる． 

  







⋅−= ij

mnmn
ijij s

k

des
deGds

22
2                            (6.19) 

上式と式(6.15)を組み合わせると 

  ijkkij
mnmn

ijij Kds
k

des
deGd δεσ +








⋅−=

22
2                       (6.20) 

 ここに， ijδ はクロネッカーデルタ（単位テンソル）である． 

最後に，行列表示するために， 

  [ ]Tzxyzxyzyx ddddddd τττσσσ=σ ， 

  [ ]Tzxyzxyzyx sss τττ=s ， 

  [ ]Tzxyzxyzyx ddddddd γγγεεε=ε ， 
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  [ ]Tzxyzxyzyx ddddededed γγγ=e  

 ここに， 

  )2(
3

1
zyxxs σσσ −−= ， )2(

3

1
xyyys σσσ −−= ， )2(

3

1
xyzzs σσσ −−=  

  )2(
3

1
zyxx dddde εεε −−= ， )2(

3

1
zzyy dddde εεε −−= ， )2(

3

1
xyzz dddde εεε −−=  

とけば，式（6.20）は次式のように表される． 

  eDεEσ d
k

G
dd

2
−=                                 (6.21) 

  εIe dd e=                                      (6.22) 

 ここに，Eは式(6.8)の弾性係数行列であり，他の行列は以下のように与えられる．  
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 つぎに，１軸応力・ひずみ曲線が図 6.5のひずみ硬化を有する鋼材に対して，初期降伏曲面と負荷曲

面を考えれば，初期降伏後も弾性域の大きさは変わらないので， 

   0))((
2

1 2 =−−−= keses p
ijsij

p
ijsij ββϕ                       (6.21) 

 ここに， sβ は図 6.5のひずみ硬化係数（β ）に対応する係数であり，
p
ije は偏差ひずみテンソルの塑 

性成分であり，式(6.21)は図 6.4 に示すようなπ平面上での初期降伏曲面と後続降伏曲面を表し．移動

硬化モデルの一つとして知られている． 

 さて，式(6.12)は偏差応力（ ijs ）で与えられているので，関連流動則は以下のようになり， 

     
ij

ijp
ij

s

s
dde

∂

∂
=

),( kϕ
µ ，ただし， 0>µd                     (6.22) 

 すなわち，偏差応力テンソル ijs に対応するひずみ増分は偏差ひずみ増分テンソル
p
ijde となる．また， 

 体積ひずみ増分（ kkdε ）の塑性成分はゼロであり， 

   
e
kkkk dd εε = ， 
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弾性則より 

   kkkk Kdd εσ 3=  ，












∂

∂
−==

ij

ij

ij
e
ijij

s

s
ddeGGdeds

),(
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µ             (6.24) 

 ここに， [ ])21(3/ ν−= EK ， [ ])1(2/ ν+= EG である． 

 つぎに“適応適応適応適応のののの条件条件条件条件”は以下のようになる． 

   0=
∂

∂
+

∂
∂

= p
ijp

ij

ij

ij

de
e

ds
s

d
ϕϕ

ϕ                            (6.26）  

ここに， ),(),( p
ijijij ess ϕϕϕ == k とおいている．式(6.12)より 

   ij
p
ijsijij

ij

dsesds
s

)( β
ϕ

−=
∂
∂

，
p
ij

p
ijsijs

p
ijp

ij

deesde
e

)( ββ
ϕ

−−=
∂

∂
            (6.27) 

上式と式(6.15)より 

   0)()(2 =
∂
∂
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式(6.12)を考慮し，塑性流れ係数（ µd ）は以下のように与えられる． 

   
F

deesG
d

ij
p
ijsij )(2 β

µ
−

=                              (6.28) 

2)2(2))()(2( kGesesGF s
p
ijsij

p
ijsijs ββββ −=−−−=                 (6.29) 

よって，弾塑性域での応力増分テンソル（ ijdσ ）とひずみ増分テンソル（ ijdε ）の関係は以下のように

表せる． 

   

[ ] ijkk
p
ijsijij
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               (6.30) 

 最後に，式(6.20)の誘導を行列で表わすために，まず， 

  [ ]Tzxyzxyzyx τττσσσ=σ ， [ ]Tzxyzxyzyx sss τττ=s  

[ ]Tzxyzxyzyx γγγεεε=ε ， [ ]Tzxyzxyzyx eee γγγ=e  

とおき，以下のように表す． 

  es ddes T
ijij =  ， eIe ddee dev

Tp
ij

p
ij

ε=   

  σIs dd dev
σ= ， εIe dd dev

σ= ， εI dd octijkk =δε                     (6.31) 

 ここに，正方行列：
σ
octI , ε

octI および octI は以下のように定義している． 
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式(6.28)より， 
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上式において，上付き添え字 pは各ひずみの塑性成分，右肩のT は転置を表している． 

式(6.20)より，応力増分とひずみ増分の関係は以下のように与えられる． 

   ( )[ ] εIesεIσ dKddGd oct
p

sdev +−−= βµσ2   

   εIεeIeesεI dKdJ
F

G
dG oct

p
dev

Tp
s

pT
sdev +













 +−−= )(22

2
2

2
2

εσ ββ         (6.34) 

  ただし， sIs s
TJ

2

1
2 = ，ここに， sI は式(6.22)に示す行列である． 

  
4. 4. 4. 4. コンクリートコンクリートコンクリートコンクリートにににに対対対対するするするする負荷関数負荷関数負荷関数負荷関数とととと関連流動則関連流動則関連流動則関連流動則    
    第 5回の資料の中の図 5.14（図 6.7に再掲）で示したように，3軸圧縮応力の下でのコンクリートの

終局強度は，圧縮応力テンソルの 1 次不変量（ octkkI σσ 31 == ）が増加するにつれてせん断強度

（
'/ coct fτ ）が増加し，等圧縮応力（ p−=== 321 σσσ ）での静水圧 pの状態ではせん断強度は非常

に大きくなることが知られている． 

 したがって，コンクリートに対する負荷曲面： 0),( =kijσϕ は， 12 IJ − 平面または octoct στ − 平 

面で表わす試みがよく行われている．最も良く知られた負荷曲面は，図 6.8に示すような Drucker- 
-Prager規準である． 
 Drucker-Prager規準は，金属材料に対する von Misesの規準を圧縮強度と引張強度の異なる材

料に拡張したモデルであり，金属材料に対する Tresca の規準と地盤やコンクリートに対するクー

ロン・モール規準との関係に類似している． 
 Drucker-Pragerの規準は以下のように与えられている． 

   0)( =−−= koctoctij αστσϕ                          (6.35) 

 ここに， 3/,2 12 IJ octoct == στ で（圧縮を正）， k,α は材料定数である． 

コンクリートの一軸応力・ひずみ関係を図 6.9のように表せるとすれば，初期降伏条件に相当す

る負荷曲面は以下のように表せる． 
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図 6.7 ３軸圧縮状態でのコンクリート強度（引張を正） 
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図 6.8 Drucker－Prager規準に        図 6.9 一軸応力・ひずみ関係 

基づく負荷曲面（圧縮が正） 

 

  02)( 2 =−−= yoctepij kJ σασϕ                        (6.36) 

 圧縮領域では，初期降伏点を超えると硬化が現れるので，後続降伏条件に対応する負荷曲面は 

   02)( 2 =−−= epoctepij kJ σασϕ                       (6.37) 

 ここに， )( p
octepk γfunct= であり，もし，図 6.8に示すように，負荷曲面が平行移動する場合には， 

const.== yep αα となる． 

 一方，コンクリートは引張領域では硬化が無く，ひび割れの発生によりひずみ軟化を起こすので， 

応力の取り得る領域は， βσ −>oct ，ここに β はひび割れ強度，となり，負荷曲面は βσ −=oct で

カット（図 6.8の a-b）した曲面になる． 
 つぎに，図 6.8での曲面 b-cに対する関連流動則により， 

   
2

2

J

s
d

s
dde

ij

ij

p
ij γγ λ

ϕ
λ =

∂
∂

= ， vep

oct

v
p
oct ddd λα

σ
ϕ

λε −=
∂
∂

=            (6.38) 

   ただし， p
ijde ， p

octdε は偏差ひずみ増分テンソル ijde および八面体直ひずみ増分 octdε の塑性

成分で， 0≥γλd ， 0≥vdλ の時のみ有効である． 
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 弾性則により， octij dde ε, の弾性成分は以下のように与えられる． 

   
G

ds
de

ije
ij

2
= ，

K

d
d octe

oct
3

σ
ε =                          (6.39) 

 ここに， )1/(2 ν+= EG ， )21/(3 ν−= EK である． 

適応性の条件は 

  =),( octijd γσϕ ep

ep

oct

oct

ij

ij

dk
k

dds
s ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂ ϕ

σ
σ
ϕϕ

 

       0
2

2

=
∂

∂
−+= p

octp
oct

ep

oct

ijij
d

k
d

J

dss
γ

γ
σ                   (6.40) 

かつ， 

  epp
oct

p
oct

d

d
α

γ

ε
−=                                  (6.41) 

式(6.38)および(6.39)より， 

  )
2

(2
2J

s
ddeGds

ij

ijij γλ−= ， )(3 vepoctoct ddKd λαεσ +=              (6.42) 

したがって，  

  
p
oct

ep

ep

k
h

γ∂

∂
= ， e

oct I 22=γ  ，
2

2

ijije
ee

I =  ，
e

p
ij

p
ijp

oct

I

dee
d

2

2
=γ             (6.43) 

とおけば，式(6.40)および(6.42)より， 

  )3
22

(
1

2

octijij Kddes
J

G

H
d ελγ +=                         (6.44) 

  

22

)3(28
JI

se
KhGH

e

ij
p
ij

epep α−+=                         (6.45) 

  γλλ d
JI

se
d

e

ij
p
ij

v ⋅=
22

2
                              (6.46) 

よって，式(6.42)より応力増分とひずみ増分の関係を得，式(6.31)と同様な行列表示すれば， 

  octvepoctoctoct ddK
J

ddGddd B
s

eBsσ )(3)
2

(2
2

λαελσ γ ++−=+=          (6.47) 

 ここに， [ ]Toct 000111=B であり，式(6.21)より， 

  













+= εBes dKd

JH
d

T
oct

T

2

221
γλ                         (6.48) 

 ただし， 0<γλd の場合は 0=γλd ，とする．したがって， 

  












+++−

+=

εBBesBεsBe

εIeσ

dKd
J

fdKdJf

dKGdd

T
octoct

T
oct

T
oct

oct

2

221

22
)24(

2

          (6.49) 

 ここに， 
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2

1

22

JH

G
f = ， )(

6

22

2 se
Tp

e

ep

JIH

Ke
f ⋅=                      (6.50) 

 
以上 

 


