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有限要素解析での基本事項
1． 有限要素法（FEM）にも，応力法と変位法がある。

　“応力法”とはつりあい条件を満足する応力場（静定基本応力場）から出発し，変形適合条件より，不静定未知力を決定する方法であり，“変位法”とは変形適合条件を満足する変位場（運動学的許容変位場）から出発し，つりあい条件により未知変位量を決定する方法である。骨組み解析においては，応力法の代表的なものとしては余力法または弾性方程式法が，変位法の代表にはたわみ角法がある。
　変位法に比べて応力法は取り扱う未知変数が少なく，塑性解析などでは使われることもあるが，定式化が煩雑であり，有限要素解析では，任意の境界条件の取り使いの容易な変位法がもっぱら用いられている。

2． 有限要素変位法はエネルギー原理に基づく近似解析法の一種である。
　エネルギー原理の利用にはいろいろな方法があるが，その詳細は割愛し，一つの方法のみを以下に紹介する。図2.1のスパン中央に集中荷重を受ける単純はりの例をとり説明すると，
　はじめに，支点での変位に関する条件（幾何学的境界条件）を満足する適当な既知関数，たとえば，
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ここに，
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は正の未定係数，を仮定する。このような関数は試験（または試行）関数と呼ばれている。
　式(2.1)による曲率(
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)は
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いま，図2.1のはりは曲げ剛性(
[image: image5.wmf]EI

)が一定の等断面弾性はりとすれば，曲げモーメント(
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)は
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図2.1　試験（試行）関数

　また，ひずみエネルギー密度(
[image: image9.wmf]i
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)は
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系の全ポテンシャルエネルギー（
[image: image11.wmf]p

）は
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ここに，式(2.1)より荷重点のたわみ（
[image: image13.wmf]s

d

）は
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ポテンシャルエネルギー極小の条件より，
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よって，未定係数は
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となり，スパン中央点のたわみは
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となり，曲げモーメント分布は一定で，
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となる。
もちろん，正解は
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であり，
[image: image20.wmf]s

d

は正解の0.667倍になっており，曲げモーメントは荷重点以外では相違している。
　　以上の展開の中での重要なことは，(1) 式(2.5)の“ポテンシャルエネルギー極小の条件”は，はり全体に対するつりあい条件を意味しており，(2) 真のたわみ関数を用いたときのポテンシャルエネルギーの極小値より，試験関数によるポテンシャルエネルギーの極小値の方がかならず大きくなり，その結果，はりのたわみ剛性を大きく評価してしまい，荷重点のたわみは真のたわみより小さく評価してしまう，ことである。このような特性は，有限要素変位法のもつ特性であり，どのような構造の解析においても当てはまることに留意しなければならない。たとえば，柱の座屈解析に有限要素変位法を適用すると，座屈荷重は真の値より大きくなるし，終局荷重解析に適用しても真の崩壊荷重より大きくなる。もちろん試験関数を真の変形モードに近づけば近づく程真の値に近づくが，その誤差を評価することは一般に難しく，一般には要素分割数を種々変えても結果が大きく変化しないことを確認して収束値と見なしているのが現状である。

２．有限要素変位法における要素分割と節点変位
　図3.1に示すように，まず解析対象領域（図は2次元ソリッド問題の例）を微小要素（図では(a)で示す）に分割する。微小要素を結合する点（図では，i,j,k,…で示す）を節点という。微小要素の形状は多様である。有限要素変位法では，前述のエネルギー法における試験関数を節点での変位のみで表すことが出発点になる。すなわち，解析対象領域の全節点数をnとし，節点番号1,2,3,…,nをつけ，各節点でのXおよびY方向の変位をそれぞれ
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図3.1　有限要素分割
の変位は，2次元ソリッド問題では，以下のようにベクトル表示できる。
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また，3次元ソリッド問題では，座標系（X-Y-Z）の沿った変位をそれぞれ
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と表示できる。さらに，骨組，平板やシェル問題では，変位成分の中に回転変位も入ってくるので，
　骨組問題では，
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　　ここに，
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は各節点での部材断面の図心での軸方向変位およびたわみを表す。
　平板の曲げ問題では，
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　　ここに，
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は，それぞれ節点iでのたわみ，X軸周りの回転変位，およびY軸周りの回転変位を表す。

　シェル問題では，式(3.4)の変位成分に，板厚の中央面での変位
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を付加して以下のように表されます。
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 以上，式(3.1)－(3.5)の
[image: image34.wmf]u

を節点変位ベクトルと呼んでいる。
有限要素変位法は，前述のエネルギー原理の適用において，試験関数を全節点変位を要素内で補間することにより与える方法といえる。したがって，有限要素変位法での取り扱う未知変数の数（自由度ともいう）は，2次元ソリッド問題では，
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であり，3次元ソリッド問題では，
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で，平板の曲げ問題では
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で，シェル問題では
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3．アイソパラメトッリク有限要素法　
　図3.1に示すような，2次元問題での四辺形要素1-2-3-4を取り上げる。局所座標系(0-x-y)での各節点の座標を(
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，とすれば，要素内の任意点の座標（
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）は以下のように表される。
　　　
[image: image43.wmf]i

i

i

x

h

x

å

=

=

4

1

，
[image: image44.wmf]i

i

i

y

h

y

å

=

=

4

1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(3.1)

ここに，
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は補間関数であり，図3.1のr-s座標面において以下のように与えられる。
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図3.1　2次元ソリッド要素の例

ここに，
[image: image52.wmf]s

r

,

の変域は，
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である。すなわち，式(3.1)によって，x-y座標面での任意形状の四辺形要素はr-s座標面では一辺が２の正方形に置き換える（写像する）ことができる。
　アイソパラメトリック有限要素とは，要素内の変位の補間関数を座標の補間関数である式(3.1)と同じ形式で表す方法である。すなわち，図3.1の2次元四辺形要素では，
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　ここに，
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は節点の各座標方向の変位であり，要素内の任意の位置での変位（
[image: image59.wmf]v
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）は式(3.4)で表される。たとえば，底辺が4ｃｍ，高さが2cmの長方形要素であれば，局所座標の原点0を要素の中心にとれば，各節点の座標(単位cm)は（2,1），（-2,1），（-2,-1），（2,-1）であるので，
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　また，図3.2に示すような，２次元六角形要素では，節点が６個あるので，

[image: image62.emf]x

y

0

1

2

3

4

r

s

0

1(1,1)

2(-1,1)

3(-1,-1)

4(1,-1)

ｘ－ｙ座標面

ｒ－ｓ座標面

写像

5

6

5 (-1,0)

6 (1,0)


図3.2　２次元六角形要素の例
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　ここに，
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は式(3.2)により与えられ，
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　　六角形要素では
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さらに，図3.3に示すような8節点を有する3次元６面体要素では，座標軸(x-y-z)に沿った変位（
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）は以下のように表せる。
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　ここに，
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図3.3　3次元ソリッド要素の例
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　　ここに，
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　以上のように，アイソパラメトリック有限要素においては，要素内の変位を表す直交座標（
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4． 要素内のひずみと応力,ならびに剛性方程式

　4.1　2次元ソリッド要素

　 　2次元問題でのひずみ
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である。式(3.1)において，座標(x-y)と座標(r-s)の微分関係より
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同様に，
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ここで，
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，
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はヤコビアン行列と呼ぶ，とおけば，
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上式は偏微分係数の座標変換式である。
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つぎに，式(4.5)を用いて，
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さらに，式(3.6)より，
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したがって，各ひずみ成分は
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となる。したがって，ひずみベクトル
[image: image114.wmf][

]

T

xy

y

x

g

e

e

=

ε

と節点変位ベクトル
[image: image115.wmf]u

の関係は，
　　　
[image: image116.wmf][

]

u

B

ε

×

=

=

T

xy

y

x

g

e

e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(4.10)

　ここに，
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[image: image118.wmf]B

は3行8列の行列であり，一般に“ひずみ行列”と呼ばれており，その要素は自然座標系（r-s）で表されていることに留意されたい。
　応力ベクトル
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ここに，
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は弾性係数行列であり，平面応力問題では，
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平面ひずみ問題では，
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となる。
　つぎに，着目要素aでの節点力ベクトルを
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　ここに，
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　ここに，
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ところで，
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とおき，
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　上式において，
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が自然座標（r,s）の極く簡単な関数でない限り，数値積分法を適用しなければならない。すなわち，
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　ここに，
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は数値積分法の重み係数，
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　最後に，解析対象の全要素について，
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ここに，
[image: image144.wmf]U

は全節点変位ベクトル，
[image: image145.wmf]R

は荷重ベクトルである。
　有限要素変位解析法は，与えられた荷重条件と変位境界条件の下で，式(4.20)を解き，
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　4.2　3次元ソリッド要素
　基本的には，前述の2次元ソリッド要素と同じ手順により，式(4.20)が誘導される。図3.3の

立方体要素を例にとり，相違点のみを列挙すれば，
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　ここに，補間関数は式(3.9)によって与えられる。また，偏微分係数の座標変換は以下のように与えられる。
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ここに，
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はヤコビアン行列で，
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      ここに，
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5． 要素の選択，低次要素か，高次要素か？
　図5.1に示すように、2次元問題においてのもっとも低次の要素は三角形要素であり、3次元問題では四面体要素である。三角形要素では頂点の数が3であり、自由度が6になる。したがって、
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　　　　　　　　三角形要素（2次元）　　　　　　　　四面体要素（3次元）
図5.1　低次要素の例
要素内の変位（
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）は座標（
[image: image163.wmf]y

x

,

）の一次関数、すなわち
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　ここに、
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となり、要素内でひずみが一定になり、応力も一定になる。

　一方、3次元四面体要素では、頂点数が4であり、自由度12となる。したがって、
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と一次関数で与えられ、三角形要素と同様、要素内のひずみは一定になり、これらの要素は一定ひずみ要素と呼ばれている。

　一定ひずみ要素は、要素剛性行列を与える式(4.1６)の積分が容易であり、自由度も小さいので計算が容易であるが、要素を十分に採らないと精度の悪い解析結果しか得られない。一方、２次元問題に対して、四辺形要素を用いると、頂点数が4で自由度が８に増え、
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となり、
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となり、要素内のひずみの変化を表すことができる。さらに、図3.2で示した高次要素を用いると、要素内のひずみ分布は高次曲線で求めることができる。
　さらに、有限要素変位法では、応力のつりあい条件は要素全体に対してのみ適用されているので、

要素間の接触面では応力がつり合っていなく、解析結果における応力やひずみの精度は、要素の端部では中央部より劣っていると言える。
　たとえば、図5.2(a)に示すような2次元応力解析に三角要素を用いると、要素内の応力は一定になり、隣接要素の接合面では応力が連続しない。したがって、図5.2(b)に示すように、自由辺に囲まれた平面はりに荷重を受ける問題において、自由辺上で直応力とせん断応力がゼロにはならず、境界辺近傍の応力を精度良く求めるには、一定ひずみ要素では余程細かい分割を行わない限り、精度の高い応力解析ができないことに留意されたい。
　以上に示したように、解析対象領域に対して、全自由度が同じであっても分割要素が低次か高次か、あるいはそれらの混合を用いるのかによって、解析結果の精度が異なってくるので、分割数の採り方および要素の選び方には留意するとこが肝要である。
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図5.2(a)三角形要素　　　　　　　　　　　　　図5.2(b)三角形要素分割例
6． 高次要素によるFEM解析

　図6.1に示すような、2次元応力解析において、高次要素を用いた問題を取り上げる。高次の四辺形要素には、図6.2に示すような、5～9節点の要素があり、それぞれの要素に対する補間関数
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図6.1　高次四辺形要素の適用例
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図6.2　高次四辺形要素での補間関数

　たとえば、四辺形要素の頂点(
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すなわち、要素の中央点(9)の導入により、補間関数は
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方向とも2次になり精度の向上が期待できる。式(4.4)のヤコビアン行列、すなわち
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は、自然座標（
[image: image188.wmf]s
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）の1次および2次関数の積の形式で与えられ、式(4.5)の
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複雑な関数になり、式(4.18)による要素剛性行列、すなわち
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数値積分法（Gauss積分法が一般に使われる）に頼らねばならない。

7. アイソパラメトリックFEM解析の荷重の取り使い

 一般に、式(4.20)による荷重項は
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　ここに、
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   また、
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　以下に、図7.1に示す四辺形要素の辺1-2に作用する鉛直および水平分布荷重を取り上げ、具体的に説明する。
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図7.1　表面荷重の取り扱い

　　四辺形要素の辺1-2上(
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　　ここに、
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したがって、辺1-2上の鉛直(x)方向変位(u)と水平(y)方向変位(v)は
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四辺形要素の厚みを
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式(7.2)より、
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したがって、荷重ベクトル
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ここに、
[image: image218.wmf])

(

a

t

は平面要素の厚みであり、式(7.8)の中の積分は用意に実行できるので、荷重が作用している要素aについて集合すれば荷重ベクトル
[image: image219.wmf]S

R

が求められる。

8.　温度変化や乾燥収縮による応力解析について 
　8.1　温度応力の発生機構

　図8.1に示す左右対称性を有するラーメン構造が全体に一様な温度変化
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図8.1　温度変化による変形　　　　　    　
　図8.2　温度荷重

解答

図8.2に示すように，全節点を完全に拘束したときの部材
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したがって，はりの温度軸応力は初期応力
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柱は上下方向に拘束がないので，柱の温度軸力はゼロ，すなわち
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であるが，水平温度荷重
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以上のように，骨組構造の温度応力解析は初期応力
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を有する問題として取り扱い，慣用の骨組解析法を用いるのが一般的である．なお，温度応力は温度変化による部材の変形を拘束することよって発生する応力であるので，静定系構造が一様な温度変化を受けた場合には，部材には温度応力は生じないと言える．
　8.1　FEMによる温度応力解析
　　FEM解析においては、温度ひずみや乾燥収縮ひずみなどは、応力によって発生する弾性ひずみ
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温度変化
[image: image253.wmf]t

D

に伴う初期ひずみベクトルは、

　　　
[image: image254.wmf][

]

T

i

t

t

t

0

0

0

D

D

D

=

a

a

a

ε

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(8.1.2)

　ここに、
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つぎに、
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となる。
以上
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