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第４回 FEM 勉強会資料 

 

剛性方程式を作るための数値積分法（Gauss 積分） 

 
１． 任意四辺形要素を用いた場合の剛性方程式 

図１.1 に示すような，任意形状の四辺形要素を用いた場合の要素剛性行列 aK を求める手順を取り上

げる。 
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図１.1 任意四辺形要素 

 

図１の任意四辺形要素の自然座標系（0-r-s）での補間関数は 
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であるので，座標の補間は 
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  ここに， 4,3,2,1,, iyx ii は節点 i の座標値である． 

一方，変位（ vu, ）の補間は，同様に， 
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 ここに， 4,3,2,1,, ivu ii は節点 i の変位である． 

つぎに，要素内のひずみベクトルは 

  Txyyx ε                               (1-6) 

 ここに， 

  
x

v

y

v

x

u
yx





















y

u
,, xy 　　                      (1-7) 

偏微分係数の座標変換より， 
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ここに， 
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はヤコビアン行列であり，各要素は以下のように与えられる． 
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式(1-8)の逆関係は 
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  つぎに，要素 a の節点変位ベクトルを ûとすれば，式(1-6)のひずみベクトルは，式(1-7)，式(1-10)

および式(1-11)を考慮し，以下のように与えられる． 

   uBε ˆ                                   (1-12) 

 ここに，B はひずみ行列と呼ばれており，以下のように与えられる． 
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したがって，全体剛性行列K は要素剛性行列 )(aK の集合として以下のように与えられる． 
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 剛性方程式は， 

   RKu                                    (1-15) 

 ここに，uは全節点変位ベクトル，R は荷重ベクトルであり，要素剛性行列 )(aK は， 

 
 



1

1

1

1

)(

)(

)( ),(det drdssrtdv a

aV

T
a FJCBBK                   (1-16) 

 ここに， 被積分関数： JCBBF det),( Tsr  であり， t は 2 次元構造体の厚みである． 

ところで，辺長が yx   の長方形断面の場合は，局所座標系（ yx 0 ）の原点を要素中心に

採れば， 
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となり，ヤコビアン行列は 
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となり，各要素が一定となるために，式(1-16)での積分は解析的に実行できる． 

 しかしながら，対称性の無い任意形状の四辺形要素では，ヤコビアン行列 J の要素が sr, の関数

で表され，その結果，式(1-16)の積分を解析的に行うことが難しく，数値積分に頼らなくてはなら

ない． 

 

２．  数値積分法 

 ここでは，式(1-16)の積分を数値的に行う方法を考える． 
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 一般的には，1 次元関数 )(rF ，2 次元関数 ),( srF ，および 3 次元関数 ),,( tsrF の数値積分は以下

のように表される． 
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 ここに， nR は誤差のオーダ， kji  ,, は重み係数である． 

以下に，各種の数値積分公式を示す． 

 

(a) ニュートン・コーツ式(Newton-Cotes Formulas) 

ニュートン・コーツ式は積分区間(a-b)を等間隔に分割した積分法であり，以下のように与えら得

る． 
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 ここに，nは分割区間数， n
iC は重み係数で，各 n に対して Table 5-1 のように与えられてい

る．この内，n=1 は台形公式と呼ばれるものであり，式(1-22)に適用すると以下のようになる． 
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また，n=2 はシンプソン公式と呼ばれるもので，式(1-22)に適用すると以下のようになる． 
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シンプソン公式での誤差の上限は 4453 /)()(10 drrdab F のオーダーである． 

また，図 2.1 に示すような 2 次元積分にシンプソン公式を適用すると，以下のようになる． 
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図 2.1 2 次元のニュートンコーツ式 (n=2)   図 2.2 ガウス式(n=2) 

 

(b) ガウス式（Gauss-Formulas） 

 ガウス式とは， LegendreGauss 数値積分法として知られ，以下の式 
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において，重み i ， ni ,....,3,2,1 とサンプリングポイント ir ， ni ,....,3,2,1 を最適化し，一定の

誤差 nR の下でサンプリングポイントの数を最小化した方法である．その結果，ニュートンコー

ツ式のようにサンプリングポイントは等間隔ではなく，不等間隔に選ぶことによって，分割数 n

の下で，Table 5.2 に示すような，サンプリングポイン ir と重み i となる． 

 n=2 の場合のニュートンコーツ式とガウス式でのサンプリングポイント数( ns )を比較すれば， 

  1 次元積分では，ニュートンコーツ式では 3ns ，ガウス式では 2ns となり， 
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 2 次元積分では，ニュートンコーツ式では 9ns ，ガウス式では 4ns となり， 

 3 次元積分では，ニュートンコーツ式では 27ns ，ガウス式では 8ns となる． 

たとえば，式(1-25)の２次元積分でのニュートンコーツ式(n=2)をガウス式(n=2)に変えれば， 
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したがって，同じ精度を有する数値積分式としては，ニュートンコーツ式よりガウス式の方が

サンプリングポイント数が少なくなり，演算時間が短縮できることが分かり，一般的なアイソパ

ラメトリック FEM ではガウス式が用いられることが多い． 

さらに，被積分関数 ),( srF が r,s の 2 次以下の関数であれば，n=2 のガウス式での誤差はゼロ

であり，正しい積分値が得られるが，高次要素を用いた場合には， ),( srF が r,s の高次関数を含

む場合があり，その場合の推奨できるガウス式でのオーダが 2 次元問題の場合について，Table 

5.5 に示されている．すなわち，高次要素になればなるほど，積分のオーダも上がることに留意

されたい． 

しかしながら，ガウス式は少ないサンプリングポイントで優れた精度の数値積分が実行できる

ことに大きな特徴があるが，サンプリングポイントが要素の端部に無いので，弾塑性解析のよう

に要素内の塑性域の拡がりの影響を精度良く取り入れたい場合には，要素の端部にサンプリング

ポイントを持つニュートンコーツ式に比べて必ずしも有利とは言えないので留意する必要があ

る． 
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Table 5.5 要素の種類と必要な数値積分法のオーダ 

 

 
 

以上 


