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第４回 FEM 勉強会資料 

 

はり，平板およびシェルの FEM 解析法について 

 
１． はり理論と FEM 解析 
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図 1-1 はりの問題 

 

 はりのたわみをw，たわみ角を dxdw / ，とすれば，曲率 は鉛直方向のせん断ひずみ の影響を

考慮しない，いわゆる Bernoulli-Euler はり理論では， 
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であり，一方，せん断ひずみ の影響を考慮した Timoshenko はり理論では，  
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 また，せん断力Qとせん断応力 の関係は， 
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                                   (1-3) 

 ここに，A：断面積，G ：せん断弾性係数，：せん断修正係数で，長方形断面の場合は 6/5 で

ある． なお，式(1-3)において G とすれば，式(1-2)は式(1-1)に対応する． 

 
図 1-2  Timoshenko はり理論 
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せん断ひずみの影響を考慮した Timoshenko はり理論では，はり要素間の連続条件は，図 1-2 に示すよ

うに，たわみwと   dxdw / の連続条件として与えられ， 0 とした場合が Bernoulli-Euler は

り理論に対応している． 

 FEM 解析では，Bernoulli-Euler はり理論でも Timoshenko はり理論でもはりの剛性方程式の定式化

の手順が同じであるので，以下には，より一般性のある式(1-2)および式(1-3)に基づいて定式化を行う． 

 図１に示すような分布荷重 p を受ける長さ L のはりの全ひずみエネルギー iW は 
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したがって，ポテンシャルエネルギーは， dxd /  ，   dxdw / より 
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ポテンシャルエネルギー極小の条件： 0 より， 
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                (1-6) 

 式(1-6)は図１のはりのつりあい条件を意味していることに留意されたい． 

 さて，解析対象のはりを分割し，各節点でのたわみを iw ，たわみ角を )( ii   とし，補間関数 ih

を導入して，要素内のたわみとたわみ角を以下のように表す． 
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 たとえば， 2q ， 3q ， 4q での各補間での節点を図 1-3 に示している． 
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図 1-３ 2，3,および 4 節点補間の例 

 

 たとえば， 2q の場合は線形補間で，補間関数は 
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3q の場合は，２次補間式で，  
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4q の場合は，3 次補間式で， 
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さて，節点変位ベクトルを û，補間関数ベクトルを wH ， H とすれば， 

  uH ˆww  ， uH ˆ                             (1-11) 

  ここに， 

   q11 ...................ˆ 　qwwu ， 

   Tqw hh 0.........0.......1 　　H  

   Tqhh .........0.......0 1　H  

 さらに， 
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  ここに， 
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要素剛性行列は以下のように与えられる． 
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また，荷重ベクトルは 
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 一例として，図 4 に示すような，荷重 P を受ける長さ L のはりが両端（ Lx ,0 ）と中間点

（ 2/Lx  ）に節点を有する場合には， 
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 ここに， 
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であり，荷重は 3/1r の位置に集中荷重－P が作用しているので， )/(det/ drPdxPp J より 
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となる． 

 

２． 平板の FEM 解析 

 前述のはりに対する式(1-1)の曲率 と板厚方向のせん断ひずみ は，図 2-1 の平板要素に対して

は下記のように拡張される． 

   ),( yxzu x ， ),( yxzv y ， ),( yxww                    (2-1) 

 ここに， vu, はそれぞれ x,y 軸方向の変位，wは z 軸方向のたわみ， x ， y はそれぞれ x,y 軸

方向の回転（rotation）を表す． 

 平板の断面内の直ひずみ（ yx  , ）とねじりせん断ひずみ（ xy ）は 
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図 2-1 平板要素と断面変形( yx  , ) 
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 一方，断面の鉛直方向（z 方向）のせん断ひずみは 
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したがって，弾性平板の応力は 
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 分布荷重 p が働く平板の全ポテンシャルエネルギーは 
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 ここに，h は板厚， 0A は平板の中央面の面積を意味している． 

式(2-2)～(2-5)を式(2-6)に代入し，行列表示すれば 
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 ここに， 
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全ポテンシャルエネルギー極小の条件， 0  より， 
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 たとえば，図 2-2 に示すような，板の中央面内での長方形要素（ yx   ）を考えれば， 
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図 2-2 長方形要素 

 

 各節点の座標は， yx yx   11 , ， yyx  22 ,0 ， 0,0 33  yx ， 0, 44  yx x であり，

補間関数は 
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式(2-8)の曲率とせん断ひずみベクトルを以下のように表せば， 

   uBφ ˆ),( sr ， uBγ ˆ),( ssr  ， uH ˆ),( wsrw                    (2-12) 

 ここに， 

    Tyyx ww 42111 ..........ˆ  　　　　u                        (2-13) 

要素剛性行列は 
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荷重ベクトルは 
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となる． 

 

３． シェルの FEM 解析 

 一般に，シェルとは曲面板の構造を指すが，FEM 解析では折板要素の集合体として取り扱って

いる． 
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 FIGURE 4.19(a)に示すように，折板の一要素での節点変位としては，前述の３．平板の節点変

位（ yixiw  ,, 1 ）に平面板の面内変位（ ii vu , ）を加えたものになっている．また，FIGURE 4.19(c)

に示すような曲面板は解析上では FIGURE 4.19(b)のような折板構造として取り扱われている． 

 いま，FIGURE 4.19(a)に示したような四辺形要素を考えれば，平板として要素剛性行列は，式

(2-14)より， 
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であり，そのサイズは 1212 である． 

一方，平面板の面内変形問題での要素剛性行列は 
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  ここに， MC は平面板の弾性係数行列であり， 
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MB はひずみ行列であり，そのサイズは 38 であり， MK のサイズは 88 である． 

 したがって，折板要素の剛性行列は以下のようになる． 
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shellK̂ のサイズは 2020 となる． 

 折板要素の集合には全体座標系への変換が必要であるので， 
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 ここに，T は座標変換行列であり，平板要素および平面要素に対するそれぞれのサイズは 1212

で，計 2424 となり，以下のように与えられる． 
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ところで，FEM 解析の実行においては，上式の shellK の行列は特異になるので，以下のように置

き換えて実行される． 

   









I0

0K
K

k

s h e l l
s h e l l

ˆ
                             (3-7) 

 ここに， I は 44 の単位行列， k は微小な係数で， shellK̂ の最小要素の 1/1000 のオーダに採っ

ている． 

以上 

    


